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|1. NUMERISCHE METHODEN ZUR LOSUNG VON GLEICHUNGEN

Fixpunkt x = F(x)

24, Januar 2005

Author: Benjamin Kalytta

Quellen: diverse

[Fixpunkiiteration

v X,: Startwert der Iteration
0.34 5 ; & : Fehlergrenze
- i N : max. Iterationsschritte
Pseudocode:
X = X,
for k = 1...N, k#N

X = F(xe)

1.d.R Fixpunkt grafisch ungefahr bestimmen und Iteration durchfiihren

a-priori Fehlerabschatzung:

s : Fixpunkt
=%, X, : Startwert
X = F(x)

Lk

sl 750 b

a-postiori Fehlerabschitzung:

[x—s|= = x|

L
I-L
Fehlerbetrachtung: (& : Fehler, L<1)
1-L

[%, =%, |<&- =[x, —s|<e

Bestimmung der erforderlichen Iterationsschritte N:

s X, v : 1 -L
0.26 528 o ETH 5 TE g m x| < e then break N (e A=) —injx - x| - Startwert
- InL e
s = %X, X, = f(X,)
| fojsl<l = Konvergiert |lm Fall f'(x) > 1 in I, wende Iterationsverfahren auf f ' an!
[Newton Iteration
Konvergenzkriterium

; % —x f(Xe0) f(a)- f(b)<0

! k T k-1

| (X)) £/(x) £ 0 fiir alle x < [a,b]

n : Fehler (>0)
Gesucht : NS f(s) =0

Pseudocode:
for k = 1...N, k#N
£ (x,.,)
| Xy =X 1T —
\ £ (%)
X
= £
% <7 then break
Xk
* —
f(a)*f(b) < 0 => NS vorhanden s = x

Konvergenz: (%) T"(%,)>0

f'(x)#0 fiir alle x € [a,b]
f (Xo) - f "(Xo) >0

[Regula Falsi (Sekanten Verfahren)

Beispiele:

v

/ X, — X
4 Xoer = Xy — f(Xn)' N oL

f ()= F (X))
n : Fehler (>0)
Gesucht : NS f(s) =0
Pseudocode:

‘/ Xq

(a0 f\\ / X1 = Xn

for k = 1...N, k=N

=x,

%X, T X9
£ (x,)-F (x,)

if £(x,)-f(x;,-c) < 0 then

c=f(x,)-

Man berechne eine Lsg. von F(x)=x*-In(x) - tanh(i)
=x,- f(x,) KX

X, =1 X, =2 X .
’ ‘ mee f ()= F (%)

Konvergenz: f(x,)- f(x,,)<0 X, = x, - c s E—
(7 15 2 25 3
else ®
-1
X, =X, —C
if (‘c‘ <7) then break
> | s | 4| s | 6 |
X, [1.24790 |1.33937| 1.36912| 1377837 | 1.3812]|
|Nu||ste||en von Polynomen (Hornerschema, erweitertes Hornerschema) Beispiele:
Gegeben: p sei eine NS von P_(X 3 _3x?
g p L (X) Gegeben: 2% =3x*+Xx+5

R () =P, ()(x = p)

Hornerschema:
a, a a, a,
0 bnpblp bn—l'p

pl bo.‘ bl ’ bz R= Pn(p)
P (X)=b, X" +b -x"?+--+b, _,-Xx+b

n-1

Erweitertes Hornerschema

a, a a, a,
0 .- Taylorkoeffizienten
p (b b b, P.(P)
0 .
ple o P.(p) =PR'(p)
0
d P -
p o -2 (P) =3 PP
1 ()
PR = = RV
n!

X-2

11

P(X)=2X>+X+3+

Gegeben: P(x) = 2x* — x> —2x> +3x -2
p=-1

=P(D P (X)=2Xx>=3x> +x+2

—4 =PCD P (x)=2%X"-5x+6

~Lep

> P, i(X)=2x—-7

-9 =Ltereny P_,(X)=2

3!
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Berechnung einfacher NS von Polynomen nach Newton

Ermittelt z.B. mit Hornershema

Man verbessere die Naherung x,=0.95 einer
NS von P,(x) = x* —x* —4x + 4 durch einen
Newtonschritt.
- 4 4
0 095 -0.0475 -3.845
X, =095 1 -0.05 -4.0475 0.155 =P,(x,)
0

0.95 0.855
X =095[1 09 -3.193 =P/ (%)
N 0.155
Verbesserte Niherung: x, = 0.95 — 193 =0.999

|2. LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

|Austauschverfahren (Matrix)

Beispiele:

Pseudocode:

for i=1l..n, i#r

Austausch x1 mit y1

I A Allgerﬁeir?: for k=1..m, k#s Pivotspalte: LY % X
: : : i = Zeilenindex R x X ox [N
: : : - , e Ll o L o
= . a o k = Spaltenindex =tve==ite 2 w2 20 ' 2
y| a.k a.s for k=1..m, k#s Pivotelement: 1 1 s 1
S e ek ; Ayl g0 2
: vl 2 1 1
i) 1 o Y| 1 -1
X Ys X
XXX a, | a, a,; } T
v, a, a, Yy la,—a,- a aTz a;—a, ;2 Kellerzeilenelemente: Element der Pivotzeile mit -Emulnphzleren
Y2 3, ay; = v, |a, —a, 4% % a,, —a, - 233 1. Ersetze Pivotelement p durch 1
Y; ( )| 32 32 32
_ay S % _? ai _% 2. Die tibrigen Elemente der Pivotspalte werden mit lp multipliziert
as, as, a]z = : 3. Die iibrigen Elemente der Pivotzeile werden aus der Kellerzeile iibernommen.
*:ﬂ ——2 (Kellerzeile) 4. Zu den iibrigen Elementen wird das Produkt aus dem gleichzeitigen.
2 2 Element der Pivotspalte und dem der Kellerzeile addiert.
|Matrixinversion durch Austausch (nach Stiefel)
AX = ¥ Austausch alier x, mity, X = BY
B=A"
[Gesamtschrittverfahren von Jacobi Beispiele:
a,X  +a,X, o +a,X, =b 5% +5Xz X =;
X, +5X =
X, FanX, o X, = bz ' :
. X +5%X, =0
Iterationsvorschrift:
anIXI +anZX2 +anan _bn (m+1) 1 (m) (m)
" X, ==(1-=-X—-X%X,—X
Auflésung nach x; 1 5 ( 27 %)
1 n (n;(+l) _ 1 (2 l)ﬂ(’\))
X =—0->a,-%) i=L.n R '
aii k=1 (m+1) 1 (m)
Gesamtschrittverfahren: Xy = g(o -X)
(m+1) (m) (m) (m) |
X m X, X, X,
(m):(rl) .l (;) 6 (n;r\) 1 (b ia 1)r(ﬂ) 0 0 0 0 0.1360
I T T i ) 1 [0.2000 | 0.4000 0 x=| 0.3760
(m+) e -0.0240
X 2 10.1200 | 0.3600 | —0.0400 .
" 3 10.1360 | 0.3760 | —0.0240
|Einze|schrittverfahren von GauR3-Seidel Beispiele:
Einzelschrittverfahren: (LGS siche oben)
(m+1) Iterationsvorschrift:
X (m+1) (m) (m)
(m-+1) 1 (0) (m+1) 1 i-1 (m+1) n m) 1
o . 2 = X, ==(1—=X,—X;)
X = X =0, X :7(bi_(zaik' Xy +zaik‘xk)) ' 5 2
) q;; k=1 k=i+1 (m+h (m+1)
X, ==2- X )
X, 2 5 1
m=0,1,2,... i=l..n ] (m+1)
>, 2, X, = g(O - X
Konvergenz: n . | (m) (m) (m)
Z\aik\ <lag|, i=k m X, X, X,
! 0 0 0 0 0.1309
1 [0.2000|03600| -0.04 | X=| 03738
2 [0.1360 | 0.3728 | —0.0272 —0.0261
3 10.1309 ] 0.3738 | —0.0261
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|3. INTERPOLATION

[Lagrange Polynome

Beispiele:

L) = KX (X X )K= %) (X = %)
(6 = %)= (% = XX = %) (% = X,)

|Interpo|ationsverfahren von Lagrange

Kl Ko | X || %
fi|f0|f1|~~|fn| f=f(x)
P(X)= fL,()+-+ f,L,(X) i = LA
[Newton Interpolation
Newtonpolynom:
NGO = (X=X )X = X))+ (X = X;_,), i=l.n
4 P(x) = f,N, )+ fo N, )+ o N () +.+ f, (N(X)
y = fo+ fo (X=X)+ o+ (X= %) (X=X, )

Dividierte Differenzen

L](X) = (

Xo=1, X, =3, X,=6

Man bestimme die Lagrange Polynome fir folgende Stutzstellen

Lo = BmX0=%) _ (x=3(x=6) _ 1

(Xo - X])(Xo - Xz)

X=X%)(X=X%) _ (X=1D(x=6) _

=) TG -Ix=6)

(Xl - XO)(XI - Xz)

L= KEXB=%) _ (x=Dx=3) _ 1

1
TR G CR)

(Xz - Xo)(xz - X1)

5.3 E(x—l)(x—3)

Man bestimme zu folgender Wertetabelle das Lagrange Interpolations-
polynom.

P(x)=2-Ly(x)+ L -(x)+3-L;(x)
. X=H(X=6)  (X=D(x=6) 5 (x=D(x-3)
(=2)(=5) 2-(=3) 53

1 1 1
—g(x—3)(x—6)+g(x—l)(x—6)+g(x—1)(x—3)

fi k:fi‘..,klifibl,v,k’ i<k 2
o Xi = Xy
1
X; f; | 1. Stufe [ 2. Stufe | 3. Stufe n. Stufe
% ;0 ‘ o 1 2 3 4 5 &
XI 1 0,1
~
X, f: fIZ foAl,z . C g . f f0 — f] f _ fO,l — sz
X f > f PO N Beispiel zu dividierte Differenzen: L L
3 3 23 1.2.3 0,1,2,3 \\ 0 1 0 2
: : : : : B I PR X; | f, | 1. Stufe | 2. Stufe|3A Stufe
Xoo | foci fn—z,n—l,n 011 =0 foin = 1/2
Xn f" fn—l,n 1 1 0 f1.2 =1 f1.2.3 = 1/6
22 1 1/2 f,,=3/2 flaae =—1/12
[Spline Interpolation 415] 32 ye [-112
Formel fiir 3 Stiitzstellen (n=2) (Kubische Splinefkt.) 12515
X.
P00 Py (X) =@, + 1, (X = X,) + Co (X = X,)* +dy (X = X, )’ -
1 (X) v2 U( ) 0 U( U) 0( OZ) 0( ;J) yi 12 19 3
¥ P(x)=a, +b(X=x)+c(x=x)" +d,(x-X) —ho=15 h =25
, = 1.5, = 2.
Po (1) a, =12, a =19, c, =0
" Py (=D, +2:¢,(x= %) +3-d,(x - X,)’ 2 ( 1 ) [3—1.9 1.9—1.2] 0.01
c, == . - =-0.
ho n P(X)=2-C,+6-d,(X=X,) "3 15425 2.5 1.5
1.9-12 1
0 1 2 - Lo 15= - =
[ x x Q=Y a-=y, c, =0 h =X, —X b, = 3 3 (-0.01)-1.5=0.4716, b, =...=0.456
Kriimung: 6 =21 ‘[yz_Yl_yl_yD] d, =200 _ 90022 d=-0%0D 6013
K(x) = 0a) 2 (hy+h) Uy hy *T3as 0 T T2
MEASHCD) PR e 75 N p oYV 2 oy Fo Py (x)=1.2+0.4716-(x —1) = 0.0022 - (x — 1)*, xe[L,2.5]
0~ 1770 1 17 =
o 3 h, 3 P(X)=1.9+0.456-(x—2.5)—0.01-(x—2.5)> +0.0013- (x - 2.5)°, xe&[2.5,5]
d, = C, i d, = C,
3-h, 3-h
Fur beliebige n:
XI X() an\ Xn
Yi Yo Yoor  Ya
h =x, —-%, i=0..n-1
a4 =Y ¢, =0, c,=0
Yo=Y Y=Y
2-(h, +h) h h Mo
h, 2-(h +hy) h, Y;hfyz_Yzh*y]
h, 2-(h, +hy) h, . ? '
h, 2-(h,+h) - =c=3 %_%
h M
oo 2:(h,+h, ’
" ( * ) Yo = Yo Yni = Yno
h., h,_.
bI:yM—Y_(Z-CHfC.u),hH d =Sa=G
h, 3 3-h,
Bandmatrix l6sen z.B. mit Einzelschrittverfahren
4. APPROXIMATION
Gaufy'sche Methode der kleinsten Quadrate Beispiele:
Approximation durch Gerade: P(x) =c¢, +¢, - X, m=2 |0 |t |2 |3 |4
a, a.) (¢ b, f[-3]-102] 104 |3.01| 4.95
Aufzustellendes LGS: . =
Ay C, b, P(x)=c¢, +¢, X, m=2
Approximation durch Parabel: P(Xx) = ¢, +¢C, - X+ C; ' m=3 Normalgleichungen:
a, -C +a,-C, =b,
d @ a4, () (b Matrix regular {32‘ o ranc :b;}
Aufzustellendes LGS: | a,, a,, a, |-[C, |=|b, d isch " N 5
a, a, a, c, b, un symmetrlsc a, = ;X\v a, = ;le
L= b=t b2=3f
O ka2 b = N £ gk k=1.m B ;x' ' ;' ? .Z:w:' s
akl__zlx| > k_zl i X I=1..m il x° x' x? f fox
i i XX f X
_ if1 o o -3 0
8 = 8 21 1 1 —102 102
3l 1 2 4 104 208
4l 1 3 9 301 9.03 5-¢, +10-c, =498
Residium: R=P(x)- f, s| 1 4 16 495 198 10-c, +30.c, =29.89
=] 5 10 30 498 298 € =...=-2.99, ¢, =...=1.99
a, a, a, b, b, Approximationsgerade: P(x) = —2.99 +1.99 - x
az\
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|GauBappr0ximation von Funktionen

Beispiele:

b
Skalarprodukt von Funktionen: f-g=[f(x)-g(0-dx

@, : Basisfunktionen z.B. ¢, =1, ¢, = X, @, = X’ ...
a, : Gesuchte Koeffizienten

b
Kurzschreibweise: (¢,,9,,) = _“wn(x) @ (X) - dx

PO =2, -0, (X) +... + 2, - 9,(X)

(@0:00)  (20,0) (@0:00) ) (3 (f.)
(P00)  (P10) (pop0) | | & (f.)
(#0:20)  (P050) (?0:0,)) \ &, (f.e,)

Losung des LGS z.B. mit Cramer/Einzelschrittverfahren.

Approximation von f (x) = VX in [a,b]= [%’1]
Basisfunktionen: ¢, =1, @ =X

Ansatz: P(x)=a, - ¢,(X)+a,-@(x)=a,+a, X
[(%,%) (%M)M%]{(L%)J
@90 (2.0)) \ & (f.0)

1 1
(#0:00) = [ @00, -dx = [1-dx= 09375

16 16

1
(#1-00) = (90,9) [ 1- X dx = 0.498047
i
|
(@90 = [ x-x-dx=0333252
1

16
1

(F.0) = [ VX -dx = 063620 09375  0.498047) (a,) ( 0.65620
v 0.498047 0333252 | a, )~ | 0.399609
N a, = 0.305603, a, =0.742394

1 1 3
(f.p)= J'x X dx = j X2 - dx = 0.399609 P(x) = 0.305603 + 0.742394 - x
1 1

n n

|5. NUMERISCHE INTEGRATION

[Newton-Cotes Formeln

Beispiele:

Formel
F=I-f, il

Bezeichnung |

n|
1 | Tangententrapez

| F
F:E«(l»fn+1<f,)
F*I

I
4| 3Formel | F=c(1f 43043 f41- 1)

2 Sehnentrapez

3 Simpson «(1Af0+4,f‘+|,fz)

8 W o x2
h: Schrittweite
Tangententrapezsumme im Intervall [a,b] .

N Interval :[a,b]
F:h.(f%+f%+...+fm%)z!f(x)vdx b—a
(Sehnen-)Trapezsumme im Intervall [a,b] m= h

b
F :g«(fn+2‘ fi+2-f,+.+2-f  + fm)zjf(xydx
Simpsonsumme (fiir m=gerade) im Intervall [a,b]
b
F :g-(f(,+4- fe2-f44-f 42 f, 4. +4-f  + fm)zjf(x)-dx
Fehlerabschatzungen Fiir Sehnentrapezsumme gilt:
b —a max |f"(x
[f00-ax-Flsm,-nt  m, =222 )
2 2 )
Fiir Simpsonsumme gilt:
b _gq max |f@(x)
[ £(x)-dx~F,[< M, h*, M, =22, ‘ |
a ) ) T 180 xe[ab]

1
1
fx)=|——, h=0.25
o J;x +2
Sehnentrapezverfahren :
1-0

h
F :g-(f0+2- f42-f,+ f)=0.125-(0.5+2-0.44+2-0.4+2-036+0.33)

1
:0,406186%84#4&(
o X+2

Fehlerabschéatzung :

mit M :b_7a~max‘f"(x)

<M, -h’ ="

S Xe[a,b]

j'f(x)-dx—F,

') =((x+2)") ==(x+2)7
2
(x+2)

Fr()=2-(x+2)" =

f"(0) = % =0.25, ') = 3% =0.074 = max|f "(x)‘ =025

M,:%»O.ZS = £<M,-h?<0.015625

|6. NUMERISCHE METHODEN ZUR LOSUNG GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

AWP: Y = f(%y),  Y(X) =Y,
h: Schritweite Zielsetzung: Vi = Y(X)
Euler-Verfahren:

wler-Vertahren Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung:
Yier = Y +h- F (X ¥ (Euler) |
Verbessertes Verfahren: Yne1= Y +g'(k1 * Z'kz * 2'k3 * k4)

Wi ki =h-f(x,,¥,)

Yo =y +h- 2o B Y ' Wk
]
ky=h-f(X,+—,y,+2)

Runge-Kutta Verfahren 2. Ordnung: - 2 2
h k.

1 k.=h-f =, 22

Yo = Yo th (1) Py )

k,=h-f(x,+h,y, +k;)

=0, ¥0)
12=f(x,+h,y,+h-1)

Schrittweitenanpassung fir Runge-Kutta 4.Ordnung

k,—k

0.025<Q<0.1 mitQ:‘ sk
[k, k[

Q>0.1 = Ungenaue Niherungswerte

Beispiele:

AWP:y' =y— 27)(, y(0)=1 (Runge-Kutta)

Man bestimme einen Niherungswert der Losung y(x) in 0.2 und 0.4

h=02, %, =0, Yo=1. f(x,y):y—27X
Gesucht:

Y, =y(0.2), ,(0.4)

n=0:

1
Y=Y+ 02:2e (i +1)

1= f(x,Y)=f(0,1)=1

1= f(x,+hy,+h-1)=(0.2,1+0.2:1)=0.86
Y, =1+0.1-(1+0.86) = 1.186 ~ y(0.2)

n=1:

Q<0.025 = Rundungsfehler zu hoch
Differenzenverfahren (fiir RWP und AWP beliebiger Ordnung)
steigung : y(x)' =y, ~ 0
Y~ % Riickwirtsgenommene Differenz
v Yin Vi . .
Y, ® e Vorwirtsgenommene Differenz
Y~ % Zentrale Differenz
Yia =Y _Yi ~Yiu
o Yia=Y __ h h Y =2-¥+Y,
Y h h h?
y_mz Yier = 2- Yin + 2- Yiia = Vi
' 2-h’
Zusatz (allgemein): Integrale

ax’ +bx+c=0 Ju-vede=u-v=fur v dx

_~b+vb®—4ac

2a

1,2

Y=Y, +0-2-%-(l. +1y)
1= f(x,y,)= £(0.2,1.186) = 0.849588

=...=1348313 % y(0.4)

Differenzenverfahren: RWP : y" =1y, y(0)=1Lyl)=2

h=0.2, Stutzstellen: x; =i-h, i=0..5
y”(x‘)zy.”:w:lfy S Y m 24y, =0.04-0.04-y,
Y, —1.96-y, +y,, =0.04
LGS :
i=1: y,—-196-y, +Y, = 0.04
i=2: y, —1.96-y, +Y; = 0.04
i=3: y, -1.96-y, +Y, = 0.04
i=4: Yy, —1.96-y, +y;, = 0.04
-1.96 1 0 0 4 —-0.96
1 -196 1 0 Y, 0.04 ) ) )
= => Losen mit GauB oder Iterativ
0 1 -1.96 1 A 0.04
0 0 1 -1.96 )\ y, -1.96

y(x,) =y, =1.236233
y(x,) =y, =1.463018
y(x;) =y, =1.671282
y(x,) =y, =1.852695




